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Priyanto, 2009.  PELABELAN  γ−    PADA PATH      DAN CYCLE   , Fakultas Matematika dan Ilmu 
Pengetahuan Alam, Universitas Sebelas Maret.
Suatu  graf  menyatakan  himpunan   titik   yang  disebut  vertex  dan  dihubungkan  dengan  garis 
disebut edge.  γPelabelan −  dari graf G dengan order |V(G)| dan size |E(G)| adalah fungsi satu­satu f : 
V(G)→{ 0, 1, 2, ..., |E(G)| } yang menghasilkan pelabelan f’ : E(G)→{ 1, 2, ..., |E(G) } dari edge di G 
yang ditulis sebagai f’(e) = | f (u) – f (v) | pada e = uv di G. Nilai dari  γpelabelan −  f  ditulis sebagai 
val(f) =  ∑ ∈ )( )('GEe ef .  Nilai maksimal dari   γpelabelan −   pada  G  ditulis sebagai  valmax(G) =  max{ 
val(f) :  f  adalah   γpelabelan − dari  G  }.  Sedangkan nilai  minimal dari   γpelabelan −   pada  G  ditulis 
sebagai valmin(G) = min{ val(f) :  f  adalah 
γpelabelan −  dari G }.


















Priyanto,  2009.   −γ LABELING of    PATH       AND  CYCLE   ,  Faculty  of  Mathematic  and Natural 
Science, Sebelas Maret University.
A graph explained set of  points  called vertices and  together  with  lines  called edge.  A   −γ
labeling of a graph G of order |V(G)| and size |E(G)| is a one­to­one function, f : V(G)→{ 0, 1, 2, ..., |
E(G)| } that induces a labeling  f’ : E(G)→   { 1, 2, ..., |E(G)| } of the edges of G,  f’(e) = | f (u) – f (v) 
for edge e = uv of G. Value of  −γ labeling  f  denoted by val(f) = ∑ ∈ )( )('GEe ef . The maximum value 
of  −γ labeling of G is defined by valmax(G) = max{val(f) : f  is a  −γ labeling of G}. And the minimum 
value of  −γ labeling of G is defined by valmin(G) = min {val(f) : f  is a  −γ labeling of G}. 
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menjalankan   kehidupannya   manusia   akan   saling   berhubungan   dengan   sesamanya.   Hubungan­
hubungan pada manusia   tersebut dapat  membentuk suatu  jaringan.  Jaringan yang  terbentuk akibat 
hubungan manusia saat ini besar sekali,  karena seluruh manusia yang ada di muka bumi ini  akan 
terjalin dalam jaringan itu.














Pelabelan   (labeling  /  valuation)  pada  graf  menjadi   topik  yang  banyak  mendapat  perhatian, 
karena model­model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, seperti dalam 
masalah   teori   koding,   kristalografi,   sinar­x,   radar,   sistem alamat   jaringan  komunikasi   dan  desain 
sirkuit.   Pelabelan  dari   suatu  graf  G(V,E)  adalah  pemetaan   satu­satu  yang  membawa elemen  graf 






Wallis   (2001).  Pada  perkembangan   selanjutnya,                    Chartrad,   et   al.   (2005)  menulis   tentang 
γpelabelan −   labeling) ­(γ .  γPelabelan −  pada graf G adalah fungsi satu­satu f :  V(G)→{ 0, 1, 2,…,  
|E(G)| }  yang menghasilkan  f’ : E(G) →  { 1,2,…, |E(G)| } dari edge di G  yang ditulis sebagai f’(e) = 
| f(u) ­ f(v)| untuk semua edge e  =  uv dari G.  γPelabelan −  dari graf G menghasilkan nilai val(f) yang 
ditulis sebagai val(f) = ∑ ∈ )( )('GEe ef . Nilai maximum dari     γpelabelan −  graf G, valmax(G)  =  max  { 
val(f) :   f     adalah    γpelabelan −  dari G}. Sedangkan nilai minimum dari  γpelabelan −  pada graf G, 
valmin(G) = min { val(f) :  f  adalah 
γpelabelan −  dari G}. Tujuan penulisan skripsi ini adalah mengkaji 




1.5.1.1 bagaimanakah   cara   mendeskripsikan   γpelabelan −   pada 
path ? 
1.5.1.2 bagaimanakah   cara   mendeskripsikan   γpelabelan −   pada 
cycle?
1.5.1.3 bagaimanakah mensimulasikan  γpelabelan −  pada path dan 
cycle menggunakan program komputer? 
1.3  Batasan Masalah
Penulisan skripsi  ini membahas mengenai   γpelabelan −   pada   path  dan  cycle  yang dibatasi 





1. dapat mendeskripsikan  γpelabelan −  pada path
2. dapat mendeskripsikan  γpelabelan −  pada cycle  


































































































































































    v2       v6  v2        v6
   v3 v4       v5    v3      v4       v5
Gambar 2.13 Spanning Subgraf H dari Graf G
Definisi 2.17 [Chartrand dan Oellerman, 1993]






























val(f) = ∑ ∈ )( )('GEe ef . 

















Nilai maksimal dari  γpelabelan −  graf G didefinisikan sebagai
valmax(G) = max{val(f) : f adalah 
γpelabelan − dari G}. 
Sedangkan nilai minimal dari  γpelabelan −  pada graf G didefinisikan sebagai : 
valmin(G) = min{val(f) :  f  adalah 
γpelabelan −  dari G}. 
γPelabelan −  g   pada graf  G adalah  γmaxpelabelan  − ( −γ max labeling) jika val(g) = valmax(G) dan 







dalam pengembangan  matematika   terapan  dan  mengalami  perkembangan   sangat   cepat   sejak   tahun 
1920­an.   Pelabelan  merupakan   salah   satu   pokok   bahasan   dalam   teori   graf.   Pada   perkembangan 
selanjutnya, Chartrad, et al. (2005) menulis tentang  γpelabelan − . Skripsi ini mengkaji ulang mengenai 
γpelabelan −  pada suatu graf G yang diperkenalkan oleh Chartrand, et al. (2005). Penulisan skripsi ini 
membahas  mengenai   γpelabelan −   pada    path  dan  cycle  yang   dibatasi   pada   kajian   teoritis,   graf 
berhingga,   graf   sederhana   dan   graf   tak   berarah.   Nilai  valmax  dan  valmin  pada  
γpelabelan − dapat 
diperoleh   dengan   cara   membuktikan   proposisi   dan   teorema­teorema   dengan   terlebih   dahulu 











6. menguraikan proses  γpelabelan −  pada suatu path dan cycle







Bab ini membahas   γpelabelan −  pada  path  dan  cycle. Nilai  valmax  dan  valmin  dideskripsikan 
dari pengamatan, proposisi   dan teorema­teorema yang diperkenalkan oleh Chartrand, et al.  (2005). 









Jika dimisalkan G memiliki order n dan f  adalah  γminpelabelan  −  dari G, maka f (V(H)) = { 
a1, a2, ..., ak }, dengan k ≤ n dan a1 < a2 < ... < ak. Selanjutnya akan dipertimbangkan bahwa fungsi g : { 
a1, a2, ..., ak } →  { 0, 1, ..., k – 1 }didefinisikan sebagai g(ai) = i – 1. Sebagai akibatnya, gο (f |V(H)) : 
V(H)  →  { 0, 1, ..., m(H) } adalah  γpelabelan −  dari H dan val (gο  (f |V(H))) ≤ val (f |V(H)). Karena H 
adalah subgraf dari G, maka terdapat e ∈  E(G) – E(H), sehingga valmin(H) ≤ val(f |H) ≤ val(f) – f’(e) = 
valmin(G) – f’(e), dengan val(f) = valmin(G) berakibat  valmin(H) < valmin(G). 




jika  H ≠ H’, maka nilai  f    pada  H’  melampaui nilai  f    pada  H ). Selanjutnya diasumsikan, bahwa H 
adalah subgraf yang dihasilkan dari G. Karena H dan G keduanya terhubung, maka terdapat barisan H0,  




adalah   γpelabelan −   dan  val(   fi   –  1  )  <  val(   fi  )  sehingga berakibat  bahwa  valmax(H)  < valmax(G)  .  
         □
Lemma 4.1.2
Jika G adalah graf  terhubung dengan order n dan f  :  V(G)  →   Z+  adalah fungsi satu­satu,  maka 
terdapat  γ−pelabelan  g pada G dengan val(g) ≤ val(f). Selanjutnya, jika span( f ) ≥ n, maka terdapat  
γ−pelabelan  g  dengan val(g) < val(f).
Bukti
Misalkan V(G) = { v1,  v2, ...,  vn } dan f ( vi  ) = ai  , untuk a1 < a2 < ... < an, fungsi h : { a1, 
a2, ..., an } →  { 0, 1, ..., n – 1 } didefinisikan sebagai h(ai) =     i – 1 pada  1 ≤ i ≤ n. Dengan demikian 
g = h ο  f  adalah  γpelabelan −  pada G. Selanjutnya untuk setiap edge e  pada G, dapat diperoleh g’(e)  
≤  f’(e) sehingga val(g) ≤  val(f). Selanjutnya dimisalkan bahwa span( f )  ≥  n. Karena span( f ) =  n – 
1 jika dan hanya jika ai +  1 – ai = 1 untuk setiap bilangan bulat  i  dengan                    1 ≤  i  ≤  n – 1, maka 
terdapat bilangan bulat  j  dengan  aj  +  1  –  aj   ≥   2. Karena  G  terhubung, maka terdapat  edge e  yang 
menghubungkan vertex x dan y, dengan      x ∈  { v1, v2, ..., vj } dan y ∈  { vj + 1, vj + 2, ..., vn }. Oleh karena 
itu  f (x) = xja δ−  dan  f (y) =  yj
a δ++1 , dengan  xδ ,  yδ  ≥ 0 sehingga
f ’(e)  =   yj
a δ++1  –  xja δ−  ≥  (  j + 1 +  yδ  ) – (  j –  xδ  ) + 1









Hal  ini  cukup dibahas  pada kasus  H    yang memuat  edge  tunggal  pada  G  yang menjadi  subdivisi. 
Misalkan uv  edge pada G adalah bagian dari subdivisi H, sehingga terdapat edge uw dan vw pada H. 
Selanjutnya dibuktikan pertidaksamaan pertama. Jika f adalah  γminpelabelan  − , maka berakibat f |V(G) 
sedemikian sehingga  )(')(')(|
,
)( vwfuvfuvf GV +≤
 pada graf G. Sehingga dari Lemma 4.1.2 dihasilkan 
val(G)  <  val(H).  Oleh  karena   itu  dihasilkan  valmin(G)  ≤   val(G)  <  valmin(H)  ≤   val(H).  Selanjutnya 






























Karena  f  (vi) = i  – 1 maka  val(f) =  
∑ ∈ )( )('GEe ef =  n  – 1.Oleh karena itu  valmin  (Pn)  ≤  n  – 1. 
Selanjutnya persamaan (4.1)  menyatakan bahwa  val(f)  ≥  m  oleh karena  itu  dapat  diturunkan 










































































































              f :    4          0           5            1  6   2            3
              4          5             4           5            4           1    
  val (f ) = 23
Gambar 4.1 Salah Satu  γPelabelan −   f  dari P7


















































































Nilai  dari  valmax(Pn)  pada semua  n  ≥   2  dicari  dengan cara  terlebih dahulu dibangun 
Lemma 4.2.3. 
Lemma 4.2.3 




Terdapat  γmaxpelabelan  −   f  dari Pn , misalkan
   S(f) = { s1(f), s2(f), …, sn­2(f)}.
Asumsikan bahwa lemma salah. Sebagai akibatnya, setiap  γmaxpelabelan  −  f dari Pn   memiliki 
beberapa anggota dari S(f) yang monoton. Di antara semua  γmaxpelabelan  −  dari Pn, misalkan g 
sebagai salah satunya dengan t adalah bilangan bulat terbesar yaitu 1≤  t ≤  n­2, dengan demikian 







































































Untuk setiap bilangan bulat i dengan 1≤  i ≤  t sedemikian sehingga     val(g’) ≥  val(g). Karena g 
adalah   γmaxpelabelan  −   dari  Pn,  dengan   demikian  val(g’)   =   val(g)  dan  g’  juga 
γmaxpelabelan  −  dari Pn. Ini kontradiksi dengan definisi dari g.   
□
Path Pn  dapat  dibentuk  partisi  dari  himpunan  vertex­nya.   Jika dimisalkan  himpunan 
vertex  dari  Pn  adalah  V(Pn)  maka terdapat dua himpunan saling bebas  T(f) dan  B(f)  dengan  f  
adalah   γpelabelan −   dari  Pn.   Lipschutz (1989) menyatakan bahwa jika   Iii
B ε}{   adalah sebuah 




B , maka  iB = jB  atau  φ=∩ ji BB .
Proposisi  4.2.4
Untuk setiap bilangan bulat n ≥ 2 dan setiap  γpelabelan  −max   f  dari Pn, berlaku 
Bukti 
Sebuah   γmaxpelabelan  −   f  dengan   sifat   yang   telah   diperkenalkan   dalam   Lemma   4.1.3 












































































Ambil  Cn  : v1, v2, ..., vn, v1. Misalkan  



















Misalkan   fp   sebagai pembatasan (restriction) dari  f   pada P dan fp’ sebagai pembatasan dari  f  
pada P’. Oleh karena itu fp dan fp’ adalah  γpelabelan −  dari P dan P’, berturut­turut sehingga 
val(f) = val(fp) + val(fp’). (4.9)
Selanjutnya ditunjukkan bahwa val(fp) ≥ n – 1 dan val(fp’) ≥ n – 1.



























































Karena setiap pelabelan edge yang dihasilkan dari  γpelabelan −  pada suatu graf  yang 
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Selanjutnya  akan  dideskripsikan  valmax(Cn)  dengan  n  ganjil.  
+
− γPelabelan pada  graf 
terhubung  G dengan  order n  dan  size m  adalah fungsi satu­satu  f  :  V(G)  →   {0, 1, …,  m+1}, 
sehingga  
+
− γmaxpelabelan  menghasilkan  
+
maxval (G)   yang   didefinisikan   sebagai  
+













dapat menjadi   γ­pelabelan  h  pada  C2k+1,  dapat diamati bahwa C2k+1  sebagai subdivisi dari  C2k, 
selanjutnya  dapat   ditunjuk  bilangan  a,b  pada  vertex  unik  di  V(C2k+1)   –                V(C2k).  Dari 























didefinisikan sebagai Cn  – 1  :  x1, y1, x2, y2, …, xk, yk, x1.  
+






Selanjutnya   ditunjukkan   bahwa  
+
maxval ≤   (n   –  1)   (n   +  3)   /   2.  Misalkan  g  adalah 
+
− γmaxpelabelan  dari Cn –  1, dengan E (Cn –  1) = { e1, e2, …, en –  1 }. Sehingga terdapat bilangan 
















  Karena   dua  vertex  terbesar   di   {  u1,  u2,  …,  un  –   1  }   dapat 































4. γpelabelan −  pada cycle menghasilkan valmin(Cn) = 2(n ­ 1), untuk setiap bilangan bulat n 
≥  3.   γPelabelan −   Cn  dengan  bilangan  bulat  ganjil  n  ≥   3  menghasilkan  valmax(Cn)    = 
2
)3)(1( +− nn






γPelabelan −   yang dibahas  dalam penulisan  ini  adalah   γpelabelan −   pada  path  dan  cycle,  






Chartrand, G ., D. Erwin, D.W. VanderJaght and P. Zhang (2005)       γ –labeling of Graphs.  
Bulletin of the ICA.,vol. 44, pp : 51­68



















































    Lampiran2: Listing Program  γPelabelan −  pada Cycle
program cycle;
uses crt;
label 77;
var
   n,m          : integer;
   Vmn,Vmx      : real;
   lagi         : char;
begin
clrscr;
77 : writeln;
     gotoxy(20,8);writeln('<<< PROGRAM PELABELAN­GAMMA PADA CYCLE Cn >>>');
gotoxy(20,16);writeln(‘TEKAN ENTER’);
     gotoxy(20,13);write('MASUKKAN ORDER DARI CYCLE n : ');readln(n);
     writeln;
     m:= (n MOD 2);
     if (n =0) or (n=1) or (n=2) then
     begin
          gotoxy(20,23);writeln('TAK ADA CYCLE YANG TERBENTUK');
     end
     else
     
  
begin
     if m=0 then(* n genap*)
     begin
          Vmn :=2*(n­1);
          Vmx :=(n)*(n+1)*0.5;
          gotoxy(20,23);writeln('Nilai Valmin Cn : ',Vmn:1:0);
          gotoxy(20,25);writeln('Nilai Valmax Cn : ',Vmx:1:0);
     end
     else
     begin(* n ganjil*)
          Vmn:=2*(n­1);
          Vmx:=(n­1)*(n+3)*0.5;
          gotoxy(20,23);writeln('Nilai Valmin Cn : ',Vmn:1:0);
          gotoxy(20,25);writeln('Nilai Valmax Cn : ',Vmx:1:0);
     end
     end;
         writeln;
         gotoxy(20,39);writeln('LALU TEKAN ENTER');
         gotoxy(20,36);write('MAU MENGHITUNG LAGI ? (Y/T) ');readln(lagi);clrscr;
     if (lagi='Y') or (lagi='y') then goto 77;
end;
end.
